
Linearization Example: 

In the following diagram, we have a ball of mass ݉ swinging on a mass‐less, perfectly rigid rod 
of length ݈.  The ball is attached by a spring to a mass‐less and friction‐less cart, whose only 
purpose is to keep the spring horizontal with the ball.  There is a torque input ܶ  applied at the 
base of the rod (point A). 
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A Free
Body 
Diagram:

Variables: 
 – mass of ball 

 – length of pendulum 
 – gravitational constan
 – spring constant 
 – moment input 
 – angle of pendulu
 – horizontal position of ball (zero is directly b
 moment of inertia (given to be ݈݉ଶ) – ܫ
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oments about pivot A:       ∑߬ ൌ ܫ כ  ߙ

߬ ൌ ௖ܶ െ ሻሺ݈ݔܭ cos ሻߠ െ ሺ݉݃ሻሺ݈ sin ሻߠ ൌ ܫ כ ߙ ൌ ሺ݈݉ଶሻߠሷ  

Substitute:         ݈ sin  ߠ
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tion:  ሷߠ  ൌ ଵ
௠௟మ

Define differential equa ሺ ௖ܶ െ ଶ݈ܭ sin ߠ cos ߠ െ ݈݉݃ sin ሻߠ ൌ ݂ሺߠ, ௖ܶሻ 

ݔ  ൌ ቂߠߠሶቃ, so ݔሶ ൌ ൤ߠሶ
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݂ሺߠ, ௖ܶሻ
൨   Let



Pick operating point at ߠ௢ ൌ 0 ൌ 0 an earize ݂ሺߠ, ௖ܶሻ: 

             ݂ሺߠ, ௖ܶሻ ൌ ݂ሺߠ௢ ൅ ,ߠߜ ௖ܶ௢ ൅ ߜ ௖ܶሻ 

             ൌ ݂ሺߠ௢, ௖ܶ௢ሻ ൅ డఏ

, ௖ܶ௢ d lin

డ௙ቚ
ఏ೚, ೎்೚

ሺߠ െ ௢ሻߠ ൅
డ௙
డ ೎்
ቚ
ఏ೚, ೎்೚

ሺ ௖ܶ െ ௖ܶ௢ሻ 

        ݂ሺߠ௢, ܶ ሻ ൌ ଵ
௠௟మ௖௢ ሺ0 െ ଶሺ0ሻሺ1ሻ݈ܭ െ ݈݉݃ሺ0ሻሻ ൌ 0 
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Putting it all together: 
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