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Problem 1:  Time response from transfer function  .

A control system has the specifications:  rise time ݐ௥ ൑ 0.01 sec, overshoot ܯ௣ ൑ 16%, and steady state error to 
unit ramp ݁௦௦ ൑ 0.005. 

Sketch the  re n  the ‐plan  dominant second order poles of an acceptable sy e    ts)  allowable gio  in  s e for the st m. (4 p
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௣ܯ ൌ ݁ିగక/ඥଵିకమ, solving for ߦ, we get ߦ ൌ ห୪୬ெ೛ห
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A commonly‐used value for ܯ௣ ൌ 0.16 is ߦ ൌ 0.5. 

To graph the allowable region, we also calculate ߪ ൌ ௡߱ߦ ൌ ሺ0.504ሻ180 ൌ 90.7 and sinିଵ ߦ ൌ
݀ܽݎ0.5281 ൌ 30.256௢ 

 
ure 1:  Allowable region   for given des straints tr ൑ 0.01s and Mp ൑ 16% Fig (grey) ign con

If ܻ/ܴ ൌ ሺ1/ܩ ൅ ݏ ሻ satisfy nearݏሺܩ ሻ, what condition mustܩ ൌ 0 for the closed loop system to meet 
specifications – that is, what is the re low frequency behavior of ܩሺݏሻ?  (2 pts)quired   

Low‐frequency behavior is when ݏ ՜ 0.  This is related to steady‐state error (݁௦௦ ൌ lim௧՜ஶ ݁ሺݐሻ) by the 
Final Value Theo ௦՜  rem: lim௧՜ஶ ݁ሺݐሻ ൌ lim ଴ .ሻݏሺܧݏ
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௦՜଴

ܩݏ  ൒ 200  



Problem 2:  Root Locus techniques. 

 
Figure 2: Unity Feedback System proportion (s), pl with  al controller K ant G(s) 

Consider the unity feedback system of Figure 2 with ܭሺݏሻ given by ܭሺݏሻ ൌ 8 ௦ାఈ
௦
, and ܩሺݏሻ ൌ ଵ

ሺ௦ାସሻሺ௦ିଵሻ
.  Use root 

locus methods to sketch the evolut   e closed loop oles for ߙ א ሾ0,∞ሻ.    pts total) ion of th  p (8

Transfer function:   
ሻ

ሻݏሺܨ ൌ ௄ሺ௦ሻீሺ௦ሻ
ଵା௄ሺ௦ሻீሺ௦

ൌ ଼ሺ௦
௦ሺ௦ାସሻሺ௦ି

ାఈሻ
ଵሻା଼ሺ௦ାఈሻ

ൌ ଼ሺ௦ାఈሻ
௦యାଷ௦మାସ௦ା଼ఈ

  

Characteristic equation:   ∆ ଷݏ ଶݏ3 ݏ ൅ ሻݏሺ ߙ8 ൌ ൅ ൅ 4

Root Locus equation:    1 ൅ ߙ ଼
௦యାଷ௦మାସ௦

ൌ 0   (1 pt) 

5

 
Figure r 3:  MATLAB‐generated root locus plot fo  F(s) 

Rule 1:  ଷݏ ൅ ଶݏ3 ൅ ݏ4 ൌ ݏ ൅ 1.5ሻଶ ൅ 4 െ 1.5ଶሻ ൌ ݏሺሺݏ ൅ 1.5ሻଶ ൅ 1.75ሻ ݏሺݏଶ ൅ ݏ3 ൅ 4ሻ ൌ ሺሺݏ
  So poles start at  ݏ ൌ 0,െ1.5 േ ݆√1.75 .  No zeros, so all poles go to േ∞.  (1 pt) 

Rule 2:  fReal axis is on root locus to left o ݏ  ൌ 0 pole. 

Rule 3:  ߙ ൌ ଴ା൫ିଵ.ହା௝√ଵ.଻ହ൯ା ଵ.଻ହሺିଵ.ହି௝√ ሻ
ଷି଴

ൌ ିଷ
ଷ
ൌ െ1 ൌ ߙ   (1 pt) 

  ߶௟ ൌ
ଵ଼଴೚ାଷ଺଴೚ሺ௟ିଵሻ

௡ି௠
, so  ߶ଵ ൌ 60௢, ߶ଶ ൌ 180௢, ߶ଷ ൌ 300௢ ൌ െ60௢   (1 pt) 

Rule 4:  gle o for  An f departure   top pole:  (2 pts) 

  ߶ଵ,ௗ௘௣ ൌ െ tanିଵ ቀ ିଵ.ହ
√ଵ.଻ହ

ቁ െ 90௢ െ 180௢ ൌ െ138.6௢ െ 270௢ ൌ െ48.6௢ , so  ߶ଶ,ௗ௘௣ ൌ 48.6௢  
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Rule 5:  Routh on ∆ሺݏሻ ൌ ଷݏ ൅ ଶݏ3 ൅ ݏ4 ൅  :ߙ8
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  Critically stable when ߙ ൌ 0, 1.5.   
  So ሻ ൅ ଶݏ3 ൅ ݏ4 ൅ 12 ൌ ݏଶሺݏ ൅ 3ሻ ൅ 4ሺݏ ൅ 3ሻ ൌ ሺݏଶ ൅ 4ሻሺݏ ൅ 3ሻ  when ߙ ൌ 1.5, ∆ሺݏ ൌ ଷݏ

  ݏ ݐܽ ݏ݃݊݅ݏݏ݋ݎܿ ݆߱ ൌ േ2݆߱    (2 pts) 

Rule 6:  No break‐in or break‐out points, so does not apply. 

 

Problem 3:  Root Locus techniques. 

ሻݏሺܩ ൌ
1

ଶݏ ൅ ሺ1 ൅ ݏሻߙ ൅ ሺ1 ൅  ሻߙ

Suppose you are given the plant 

where ߙ is a system parameter that is subject to variations. Use root locus methods to determine what variations 
in ߙ can be tolerated before instabi (n  pts) lity occurs  ote that ߙ can be both positive and negative).  (2

Characteristic Equation:   ∆ሺݏሻ ൌ ଶݏ ൅ ݏ ൅ ݏߙ ൅ 1 ൅ ߙ ൌ ଶݏ ൅ ݏ ൅ 1 ൅ ݏሺߙ ൅ 1ሻ 

Instability happens after ݆߱ crossing, so use Routh’s on characteristic equation: 
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So unstable (negative values in first column) when  ߙ ൑ െ1 . 

 
Figure 4:  Positive Root Locus  Figure 5: Negative Root Locus 
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Problem 4. 
Consider the RC networks (݅) and (݅݅) from Problem 5 of Problem Set 1, and the transfer functions that you derived 

for each.  You are given the plant ܩሺݏሻ ൌ ଵ
௦మ
 and you wish to design a compensator ܭሺݏሻ ൌ ܭ ·  ሻ as in Figure 2ݏ௢ሺܭ

(see problem 2) to improve the stability properties of the system.  Sketch the root locus when ܭ௢ሺݏሻ ൌ 1.  Now, 
suppose you could choose for ܭ௢ሺݏሻ either circuit (݅) or circuit (݅݅) from PS1 #5 to stabilize the system.  Which 
would you select and why?  Sketch the root locus of your resulting control system, for ܴଵ ൌ ܴଶ ൌ 1 and ܥ ൌ 1.  
(12 pts total) 

ሻݏ௢ሺܭ ൌ 1:    ∆ሺݏሻ ൌ 1 ൅ ሻݏሺܩܭ ൌ 1 ൅ ܭ ଵ
మ௦
ൌ 0 

Figure 6:  MATLAB‐generated root locus when Ko(s)=1  (2 pts) 

For ܴଵ ൌ ܴଶ ൌ ܥ ൌ 1, we get ܭ௢,௜ ൌ
ோమሺଵା௦ோభ஼ሻ

ோభାோమା௦ோభோమ஼
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ൌ ௦ାଵ
௦ାଶ

 and ܭ௢,௜௜ ൌ
ଵା௦ோమ஼

ଵା௦஼ሺோభାோమሻ
ൌ ௦ାଵ

ଶ௦ାଵ
ൌ ଵ

ଶ
௦ାଵ
௦ା଴.ହ

  (2 pts) 

Both ways we add a zero at ݏ ൌ െ1, but do we want to add a pole at ݏ ൌ െ0.5 (lag) or ݏ ൌ െ2 (lead)? 

In a general sense, you know you want lead compensation.  You have two marginally stable poles on the 
݆߱ axis and you want the extra zero to “pull” them into the LHP.  (Reasoning – 2pts) 

Analytically, you will still have ݊ െ ݉ ൌ 2 poles going to infinity.  By Rule 3, you know that ߶ଵ ൌ 90௢ 
and ߶ଶ ൌ 270௢ ൌ െ90௢ (straight up and down).  So the stability of the system will depend on 

ߙ ൌ ଴ା଴ା௣ିሺିଵሻ
ଷିଵ

ൌ ௣ାଵ
ଶ
.  And now we want ߙ ൏ 0, so we need ݌ ൌ െ2. 

We choose system (݅)   (1 pt) 

ሻݏ௢ሺܭ ൌ
௦ାଵ
௦ାଶ

:    Δሺݏሻ ൌ 1 ൅ ሻݏሺܩሻݏ௢ሺܭܭ ൌ 1 ൅ ܭ ௦ାଵ
௦ାଶ

ଵ
௦మ
ൌ 1 ൅ ܭ ௦ାଵ

௦మሺ௦ାଶሻ
ൌ 0   
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 Figure 7:  MATLAB‐generated root locus when Ko(s)=(s+1)/(s+2)

Rule 1:  Poles at ݏ ൌ 0, 0, െ2;  zeros at ݏ ൌ െ1.  (1 pt) 

Rule 2:  Real axis in root locus between ‐1 and ‐2. 

Rule 3:  As calculated above, ߙ ൌ െ ଵ
ଶ
 and ߶ ൌ േ90௢.  (1 pt) 

Rule 4:  Poles at ݏ ൌ 0 are of multiplicity 2, so 2߶ଵ,ௗ௘௣ ൌ 0 െ 0 െ 180௢ 
  So  ߶ଵ,ௗ௘௣ ൌ െ90௢  and  ߶ଶ,ௗ௘௣ ൌ 90௢   (2 pt) 

Rule 5:  Doesn’t cross the ݆

Rul

߱‐axis once ܭ ൐ 0, so don’t need to do Rouths. 

e 6:  Obvious break‐ int at ݏ ൌ 0.   To verify, can  that only real solution to ቀܾ ௗ௔
out po  see

ௗ௦
െ ܽ ௗ௕

ௗ௦
ቁ ൌ

ଶݏሺݏ ൅ ݏ5 ൅ 4ሻ ൌ 0   (1 pt)  is ݏ ൌ 0.
   



Problem 5:  Speed control system for a magnetic tape drive. 

 
Figure 8:  Speed control system for a magnetic tape drive 

The speed control system for a magnetic tape drive is shown in Figure 6, with 

torque motor:  
ଵ଴

଴.ହ௦ାଵ
  tape dynamics:  

ଵ
௃௦ା௕

 

where ܬ ൌ 0.10 kg∙m2 and ܾ ൌ 1.00 N∙m∙sec.  Denote the reference speed as ߱௥, the output speed as ߱. 

(a) With ߱௥ = 0, what is the steady state error due to a step disturbance torque of 1 N∙m?  What must the 
amplifier gain ܭ be in order to make the steady state error ݁௦௦ ൑ 0.01 rad/sec?  (5 pts total) 

Given values of ܬ and ܾ, we have tape dynamics ܩሺݏሻ ൌ ଵ଴
௦ାଵ଴

 and torque motor ܨሺݏሻ ൌ ଶ଴
௦ାଶ

. 

For disturbance response, we treat the disturbance, which we will call ܦሺݏሻ, as the new input and set 
the reference ܴሺݏሻ ൌ 0.  The new system looks like this: 

 
stem Figure 9:  Disturban ffects ce e on speed control sy

And as such d‐loop tion is 
௒ሺ௦ሻ
஽ሺ௦ሻ

ൌ ீሺ௦ሻ
ଵା௄ிሺ௦ሻீሺ௦ሻ

ൌ ଵ଴ሺ௦ାଶሻ
ሺ௦ାଵ଴ሻሺ௦ାଶሻାଶ଴଴௄

, our new close  transfer func   (2 pt) 

 distThe urbance is a step f tion, so ܦunc ሺݏሻ ൌ ଵ
௦

   and ܻሺݏሻ ൌ ଵ
௦

ଵ଴ሺ௦ାଶሻ
௦మାଵଶ௦ାଶ଴ାଶ଴଴௄

.  (1 pt) 

௦

ଶ଴ାଶ଴଴௄

Want ݁  use  Theorem:  

ሻ ൌ

௦ ൑ 01 r Final Value 

    lim௧՜ஶ ሻݐሺݕ ൌ lim௦՜଴ ݏሺܻݏ
ଵ଴ሺଶሻ

0. ad/s, so

ൌ ଶ଴
ଶ଴ାଶ଴଴௄

ൌ ଵ
ଵାଵ଴௄

 
ଵ

   
ଵାଵ଴௄

൑ 0.01 
  .
    ܭ0.1 ൒ 0.99 
    ܭ ൒ 9.9

  1 ൑ 0.01 ൅ 0  ܭ1

  (2 pt) 

Note:  Why do we define ݁௦௦ to be lim௧՜ஶ ሻ instead of lim௧՜ஶݐሺݕ ሻݐሺݕ െ ݀ሺݐሻ? 

When we design a controller, we are trying to make the output of the system track in input 
(reference).  The error is always calculated between the output and reference signal.  We do not 
design for a built‐in disturbance signal (which is why we ignore ܦሺݏሻ in the next part).  But we 
analyze the effect of disturbances to make sure our system can reject them.  The effect of 
disturbances is summed at the output with the system’s response to the reference, since we are 
dealing with linear/linearized systems.  In general feedback terms (NOT the specific functions in 
this problem), we have ܻሺݏሻ ൌ ሻݏሺܦሻሺݏሺܩ ൅  ሻሻ.  So any disturbance effects directlyݏሺܧሻݏሺܭ
impact the steady‐state error. 



(b) Using the gain ܭ computed in (a), plot the poles of the closed loop system in the complex plane, and 
accurately sketch the time response ߱ሺݐሻ for a step input ߱௥.  Are you satisfied with these pole locations/this 
time response?  (10 pts total) 

Now we analyze the system WITHOUT the disturbance, so we use Figure 6 with ܦሺݏሻ ൌ 0. 

Closed‐loop transfer function:  
௒ሺ௦ሻ
ோሺ௦ሻ

ൌ ௄ிሺ௦ሻீሺ௦ሻ
ଵା௄ிሺ௦ሻீሺ௦ሻ

ൌ ଶ଴଴௄
௦మାଵଶ௦ାଶ଴ାଶ଴଴௄

  (1 pt) 

Now we let ܭ ൒ 9.9 as calculated in part a:  ௒ሺ௦ሻ
ோሺ௦ሻ

ൌ ଶ଴଴ሺଽ.ଽሻ
௦మାଵଶ௦ାଶ଴ାଶ଴଴ሺଽ.ଽሻ

ൌ ଵଽ
௦మାଵଶ௦

ൌ ଽ଼଴
ሺ௦ା଺ሻమାଵଽ଺ସ

଼଴
ାଶ଴଴଴

ଵ
 

From TF above, poles at  ݏ ൌ െ6 േ ݆√1964 .  Sk ch is just x’s at ሺെ6,േ44et .317ሻ.  (2 pts) 

଴
Given a step input, ܻሺݏሻ ൌ ଵଽ଼

௦మାଵଶ௦ାଶ଴଴଴
ଵ
௦
ൌ

௦
௔ ൅

௦మାଵଶ௦ାଶ଴଴଴
௕௦ା௖

 

  1980 ൌ ܽሺݏଶ ൅ ݏ12 ൅ 2000ሻ ൅ ሺܾݏ ൅ ܿሻݏ ൌ ሺܽ ൅ ܾሻݏଶ ൅ ሺ12ܽ ൅ ܿሻݏ ൅ 2000ܽ 

  So 
ܽ ൅ ܾ ൌ
1 ൅

0
ܽ ൌ

200 0
ଶ଴଴଴

ൌ 0.99 ฺ ܾ െ .88 ൌ െܽ ൌ 12ܽ ൌ െ11െ0.992 ܿ 0 ฺ ܽ ൌ ଵଽ଼଴

0ܽ ൌ 198
ฺ ܿ ൌ

  ܻሺݏሻ ൌ ଴.ଽଽ
௦
൅ ି଴.ଽଽሺ௦ାଵଶሻ

௦మାଵଶ௦ାଶ଴଴଴
ൌ 0.99 ቀଵ

௦
െ ௦ା଺

ሺ௦ା଺ሻమାଵଽ଺ସ
െ ଺

√ଵଽ଺ସ
√ଵଽ଺ସ

ሺ௦ା ଺ସ଺ሻమାଵଽ
ቁ 

 a table of inverse  Using  Laplace transforms, we get: 

  ሻݐሺݕ ൌ 0.99 ቀ1ሺݐሻ െ ݁ି଺௧ cosሺ߱ݐሻ െ ଺ ݁ି଺௧ sinሺ߱ݐሻቁ, where ߱ ൌ √1964ఠ
  (5 pts) 

We are
settle.  

 
Figure 10:  Step response for K=9.9  (1 pt) 

 NOT satisfied with this time response – it oscillates too much and takes almost a full second to 
(1 pt) 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8  
80/(Step Response for H(s) = 19 s +12s+2000)2

MATLAB step response
calculated response

e
pl

itu
d

Am

 

Time (sec)



(c) Plot the region in the complex plane of acceptable closed loop poles corresponding to the specificatio
1% settling time of ݐ௦ ൑ 0.1 sec, and an overshoot ܯ௣ ൑ 5%.  (4 pts) 

Solving ߦ ൌ ೛ห

ns of a 

Want overshoot ܯ ൑ 5%.  
ห୪୬ெ ൌ |୪୬ ൌ 0.69.  ൒ |଴.଴ହߦ0.69

௣
ெ మ ඥ మ ୬଴.଴ହሻమగ ାሺ୪ටగమା൫୪୬ ೛൯

 

We have ݐ

A commonly‐used value for ܯ௣ ൌ 0.05 is ߦ ൌ 0.7. 

௦ ؆
ସ.଺
కఠ೙

, ሺ଴.଺ଽሻఠ೙
൑ 0.1 ฺ ௡߱ߦ ൒ ฺ ௡߱ߦ ൒ 46  ௡߱ߦ ൒ 46ସ.଺ ସ.଺

଴.ଵ
 

To graph th e r

Figure 11:  Allowable region (grey) for given design constraints ts ൑ 0.1s and Mp ൑ 5% 

e allowabl ൌ ௡߱ߦ ൌ 46 and si ݀ܽݎ  ൌ 43.639௢ egion, we also use ߪ nିଵ ߦ ൌ 0.7616

 


