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Problem 1:  Properties of the matrix exponential.  
Show, by s of the infinite series expansion that:  using a few term

(a) ݁஺ሺ௧ା௦ሻ ஺௧݁஺௦
(b) ሺ ሻ ݁ ܤ ൌ  ܣܤ

ൌ ݁  
݁ ஺ା஻ ௧ ൌ ݁஺௧ ஻௧ ݂݂݅ ܣ

(c) ௗ
ௗ௧
݁஺௧ ൌ ஺௧݁ܣ ൌ ݁஺௧ܣ 

   The infinite series expansion is ݁஺௧ ൌ ∑ ሺ஺௧ሻ೔

௜!
ஶ
௜ୀ଴ ൌ ܫ ൅ ݐܣ ൅ ሺ஺௧ሻమ

ଶ!
൅ ሺ஺௧ሻయ

ଷ!
൅  ڮ

(a) Substitute (t+s) for t in infinite series expansion and expand expression.  Then regroup terms to 
match RHS of equation.  Or expand both sides of the equation and show the same terms appear. 

(b) Substitute (A+B) for A in infinite series expansion.  Expand expression and regroup terms or 
expand both sides of equation and show the same terms appear.  You need to use the fact that 
AB o rewrite terms like (A+B)2 = A2 + 2AB + B2.  = BA t

(c) ௗ
ௗ௧
ܫ ൌ 0.  For other terms, t will drop a power and the coefficient will cancel the highest term of 

the factorial in the denominator.  Factor out an A from every term.  If you pull the A out to the 
left, you get the first equality.  If you pull the A out to the right, you get the second equality.  
You can do either way because t is a constant and you only have powers of A, so A is always the 
first and last matrix in the multiplications. 

Problem 2:  Matrix review 

   ܣ ൌ ቂ1 3
2 4ቃ , ܤ ൌ ൥

1 4 7
2 5 8൩ , ܥ ൌ ൥

1 2
2 4൩ 4 2

1ቃ 3 6 9 3 6
, ܦ ൌ ቂ3

   ܣ ൅ ܦ ൌ ቂ5 5
5 5ቃ , ܦܣ ൌ ቂ13 5

20 8ቃ , ܣܥ ൌ ൥
5 11
10 22
15 33

൩, AB is undefined (dimensions do not match) 

Problem 3:  C ࢋ ompute .࢚࡭

   ܣ ൌ ൥
1 0 0
0 1 0
1

൩ 
1 1

We know t ஺௧ ࣦିଵ ܫݏ െ ݁ ሻିଵሽ. hatܣ ൌ ሼሺ

 ሺܫݏ െ ሻܣ ൌ ൥
ݏ െ 1 0 0
0 ݏ െ 1 0
െ1 െ1 ݏ െ 1

൩,  ሺܫݏ െ ሻିଵܣ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1
ሺݏ െ 1ሻൗ 0 0

0 1
ሺݏ െ 1ሻൗ 0

1
ሺݏ െ 1ሻଶൗ 1

ሺݏ െ 1ሻଶൗ 1
ሺൗ ݏ െ 1ሻے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

The inverse can be computed using Gauss‐Jordan or other methods.  This one was simple enough to do 
by inspection.  Because ሺܫݏ െ ሻ is lower‐diagonal, easy to seeܣ hat  ሻ ൌ ሺݏ െ 1ሻଷ.  t detሺܫݏ െ ܣ

We know ࣦିଵ ቄ ଵ
௦ିଵ

ቅ ൌ ݁௧ and ࣦିଵ ቄ ଵ
ሺ௦ିଵሻమ

ቅ ൌ  ௧, so݁ݐ ݁஺௧ ൌ ൥
݁௧ 0 0
0 ݁௧ 0
௧݁ݐ ௧݁ݐ ݁௧

൩  



Problem 4:  Heat Exchanger. 

 
Figure 1:  A simple heat exchange. 

Consider the simple heat exchanger shown in Figure 1, in which fC and fH are the flows (assumed constant) of cold 
and hot water, TH and TC represent the temperatures in the hot and cold compartments, respectively, THi and TCi 
denote the temperature of the hot and cold inflow, respectively, and VH and VC are the volumes of hot and cold 
water. The temperature   co ev according to: in each mpartment  olves 

     ஼ܸ
ௗ்಴
ௗ௧

ൌ ஼݂ሺ ஼ܶ௜ െ ஼ܶሻ ൅ ሺߚ ுܶ െ ஼ܶሻ 

     ஼ܸ
ௗ்಴
ௗ௧

ൌ ு݂ሺ ுܶ௜ െ ுܶሻ െ ሺߚ ுܶ െ ஼ܶሻ  
Let the inputs to this system be u1 = TCi, u2 = THi, the outputs are y1 = TC and y2 = TH, and assume that fC = fH = 0.1 
(m3/min), β = 0.2 (m3/min) and VH = VC = 1 (m

3). Assume that both compartments start at a temperature of 1 units 
of temperature. 

(a) Write the state space and output equations for this system. 
(b) In the absence of any input, determine y1(t) and y2(t). 
(c) Now, suppose THi = 10 and TCi = −10 units of temperature. Determine y1(t) and y2(t). 

When you read through a problem description, it helps to classify the variables before you get started: 

  State vars:  TC, TH 
  Inputs:    TCi, THi 
  Constants:  fC, fH, VC, VH, β 

(a) Told explicitly to use ݑ ൤ܶ ௜
ܶ ௜

൤  that ቂ11ቃ.    u
ܶ
ܶൌ ஼

ு
൨ , ݕ ൌ ஼ܶ

ுܶ
൨ and ௢ݔ  ൌ So se also use ݔ ൌ ൤ ஼

ு
൨. 

Substituting in values:  
ௗ்಴
ௗ௧

ൌ െ0.3 ஼ܶ ൅ 0.2 ுܶ ൅ 0.1 ஼ܶ௜  and  
ௗ்ಹ
ௗ௧

ൌ 0.2 ஼ܶ െ 0.3 ுܶ ൅ 0.1 ுܶ௜. 

*Note*:  c  of matrices!   Be areful about dimensions

  
ሶݔ ൌ ቂെ0.3 0.2

0.2 െ0.3ቃ ݔ ൅ ቂ0.1 0
0 0.1ቃ ݑ

ݕ ൌ ቂ1 0
0 ቃ ൅ ቂ0 0

0 0ቃ 1ݑ ݔ
 

(b) , .  Th ns ݕሺݐሻ ൌ ሻݐሺݔ ൌ ݁஺௧ݔ௢ ൅ ׬ ݁஺ሺ௧ିఛሻݑܤሺ߬ሻ݀߬௧
଴ ൌ ݁஺௧ݔ௢. No input  so ݑ ൌ ቂ00ቃ is mea

   0ሺܫݏ െ ሻܣ ൌ ቂݏ ൅ 0.3 െ .2
െ0.2 ݏ ൅ 0.3ቃ 

   ሻ ሺݏ ൅ .3ሻଶ െ ଶ ൅ 0.05 ൌ ሺݏ ൅ 0.1ሻሺݏ ൅ 0.5ሻ detሺܫݏ െ ܣ ൌ 0 0. 2ଶ ൌ ݏ ൅ ݏ0.6

  ሺܫݏ െ ሻିଵܣ ൌ ଵ
ሺ௦ା଴.ଵሻሺ௦ା଴.ହሻ

ቂݏ ൅ 0.3 0.2
0.2 ݏ ൅ 0.3ቃ 



    F   n:
଴.ଷ

ହሻ
Partial raction Expansio   

௦ା
ሺ௦ା଴.ଵሻሺ௦ା଴.

ൌ ଴.ହ
௦ା଴.ଵ

൅ ଴.ହ
௦ା଴.ହ

 and 
଴.ଶ

ሺ௦ା଴.ଵሻሺ௦ା଴.ହሻ
ൌ ଴.ହ

௦ା଴.ଵ
൅ ି଴.ହ

௦ା଴.ହ
 

  ݁஺௧ ൌ ଵ
ଶ
൤݁

ି଴.ଵ௧ ൅ ݁ି଴.ହ௧ ݁ି଴.ଵ௧ െ ݁ି଴.ହ௧
଴.ହ௧൨ ݁ି଴.ଵ௧ െ ݁ି଴.ହ௧ ݁ି଴.ଵ௧ ൅ ݁ି

  So ݔሺݐሻ ൌ ݁஺௧ ቂ1ቃ ൌ ൤݁
ି଴.ଵ௧
ି଴.ଵ௧൨ ൌ ሻ1ݐሺݕ ݁

 

(c) t ݑ ቂെ10 1 ஺௧ݔ௢ is the same as part b, so now calculate the integral. Now inpu ൌ 10 ቃ ൌ 10 ቂെ1 ቃ.     ݁

   ൌ ቂ0.1 0 0.1 ቂ1 ܤ0 0 0.1ቃ ൌ 0 1ቃ ൌ  ଶܫ 0.1

   ݁஺ሺ௧ିఛሻݑܤሺ߬ ஺ሺ௧ିఛሻ െ1ቃ ൌ ଵ
ଶ

ሻ ൌ ݁ ቂ 1 ൤
2݁ି଴.ହሺ௧ିఛ

൨ ൌ
݁ି଴.ହሺ௧ିఛሻ

൨ ൌ ݁ି଴ ሻ ቂെ11 ቃ 

   ׬ ݁ି଴.ହሺ௧ିఛሻ ቂെ11 ቃ ݀߬
௧
଴ ൌ ݁ି଴.ହ௧ ׬ ݁଴.ହఛ݀߬௧ െ1 ݁ି଴.ହ௧ሺ2 2ሻ ቂെ11 ൤െ2 ൅ 2݁ି଴.ହ௧൨ 

െ2݁ି଴.ହሺ௧ିఛሻ
ሻ ൤െ݁

ି଴.ହሺ௧ିఛሻ .ହሺ௧ିఛ

଴ ቂ 1 ቃ ൌ ݁଴.ହ௧ െ ቃ ൌ
2 െ 2݁ି଴.ହ௧

  Put it all together:  ݔሺݐሻ ൌ ൤݁
ି଴.ଵ௧

݁ି଴.ଵ௧
൨ ൅ ൤െ2 ൅ 2݁ି଴.ହ௧

2 െ 2݁ି଴.ହ௧
൨ ൌ ൤െ2 ൅ ݁ି଴.ଵ௧ ൅ 2݁ି଴.ହ௧

2 ൅ ݁ି଴.ଵ௧ െ 2݁ି଴.ହ௧
൨ ൌ ሻݐሺݕ  

Problem 5:  Solution to state space systems. 
Find the  e to a step input wh m is g  output respons ere the syste iven by:

  
ሶܺ ൌ ܺܣ ൅ ܷܤ
ܻ ൌ ܺܥ ൅ ܷܦ

     where  ܺሺ ቃ ൌ ቂ10ቃ,
ሿ,   ܦ ൌ 0 0ሻ ൌ ቂ10 ,  ܤ    ܥ ൌ ሾ1 0

      d where ሺܽሻ ܣ ൌ ቂ1 3ቃ   ሺܾሻ ܣ ൌ ൤ߙ െߚ൨   an 0 4 ߚ ߙ

(a) ሺܫݏ െ ሻܣ ൌ ቂݏ െ 1 െ3
0 ݏ െ ቃ,   detሺܫݏ െ ሻܣ ሺݏ െ 1 ሺݏ െ 4ሻ െ 0 ൌ ሺݏ െ 1ሻሺݏ െ 4ሻ 4 ൌ ሻ

   ሺܫݏ െ ሻିଵܣ ൌ ଵ
ሺ௦ିଵሻሺ௦ିସሻ

ቂݏ െ 4 3
0 ݏ െ 1ቃ ൌ ቎

ଵ
௦ିଵ

ଷ
ሺ௦ିଵሻሺ௦ିସሻ

0 ଵ
ିସ௦

቏ 

     cti E sion:  
ଷ

ሺ௦ିଵሻሺ௦ିସሻ
Partial Fra on  xpan ൌ ିଵ

௦ିଵ
൅ ଵ

௦ିସ
 

  ݁௧ ݁ସ௧ െ ݁௧݁஺௧ ൌ ቂ
0 ݁ସ௧

ቃ 

  ܻሺݐሻ ൌ ሻݐሺܺܥ ൅ ܦ ൌ ஺௧ܺሺ0ሻ݁ܥ ൅ ܥ ׬ ݁஺ሺ௧ିఛሻݑܤሺ߬ሻ݀߬௧
଴ ൅  ܦ

  Step input means u = 1 over the interval 0 to t. 

   f top   l the integral: Because o  B and C, only care about   entry of ݁஺௧ݔ௢ and top‐ eft entry of ݁஺௧ for 

  ሻݐሺݕ ൌ ݁௧ ൅ ׬ ݁௧ିఛ݀߬௧
଴ ൌ ݁௧ ൅ ݁௧ ׬ ݁ିఛ݀߬௧

଴ ൌ ݁௧ ൅ ݁௧ሺ1 െ ݁ି௧ሻ ൌ 2݁௧ െ 1 ൌ ሻݐሺݕ  
   



(b) ܫݏ െ ܣ ൌ ൤ݏ െ ߙ ߚ
െߚ ݏ െ de െ ሻܣ ൌ ሺݏ െ ሻଶߙ ൅ ଶ ሺߚ ሻ   ,൨ߙ tሺܫݏ

   ሺܫݏ െ ሻିଵܣ ൌ ଵ
ሺ௦ିఈሻమାఉమ

൤ݏ െ ߙ െߚ
ߚ ݏ ൨ߙ െ

   y Inverse ଵ ቄ ௦ିఈ
ሺ௦ିఈሻమାఉమ

B  Laplace tables:        ࣦି ቅ ൌ ݁ఈ௧cos ሺݐߚሻ and ࣦିଵ ቄ ఉ
ሺ௦ିఈሻమାఉమ

ቅ ൌ ݁ఈ௧sin ሺβtሻ 

   ݁஺௧ ൌ ݁ఈ௧ ൤cos ሺݐߚሻ െsin ሺݐߚሻ
ߚsin ሺݐ ሻ cos ሺݐߚሻ ൨ 

  We have ݁஺௧ܺሺ0ሻ ൌ ݁ఈ௧ ൤cos ሺݐߚሻsin ሺݐߚሻ൨ and ݁
஺ሺ௧ିఛሻݑܤሺ߬ሻ ൌ ݁ఈሺ௧ିఛሻ ൤cos ሺߚሺݐ െ ߬ሻሻ

sin ሺߚሺݐ െ ߬ሻሻ൨ 

  Now things get messy.  In the integral, we have terms with trig functions of (t‐τ). 

  Using angle addition formulas: 

   
cosሺݐߚ െ ሻ߬ߚ ൌ cosሺݐߚሻ cosሺ߬ߚሻ ൅ sinሺݐߚሻ sin ሺ߬ߚሻ

ݐ െ ሻ߬ߚ ൌ sinሺݐߚሻ cosሺ߬ߚሻ െ sinሺ߬ߚሻ cos ሺݐߚሻ  sinሺߚ

   Move ݁ ௧  back allఈሺ ିఛሻ  into each element of the matrix and separate   t and τ terms: 

    ׬ ݁஺ሺ௧ିఛሻݑܤሺ߬ሻ݀߬௧
଴ ൌ ׬ ൤݁

ఈ௧cosሺݐߚሻ ݁ିఈఛcosሺ߬ߚሻ ൅ ݁ఈ௧ sinሺݐߚሻ ݁ିఈఛ sinሺ߬ߚሻ
݁ఈ௧sinሺݐߚሻ ݁ିఈఛcosሺ߬ߚሻ െ ݁ఈ௧ cosሺݐߚሻ ݁ିఈఛsinሺ߬ߚሻ

൨ ݀߬௧
଴  

     ൌ ൥
݁ఈ௧cosሺݐߚሻ ׬ ݁ିఈఛcosሺ߬ߚሻ ݀߬୲

଴ ൅ ݁ఈ௧ sinሺݐߚሻ ׬ ݁ିఈఛ sinሺ߬ߚሻ݀߬௧
଴

݁ఈ௧sinሺݐߚሻ ׬ ݁ିఈఛcosሺ߬ߚሻ݀߬୲
଴ െ ݁ఈ௧ cosሺݐߚሻ ׬ ݁ିఈఛsin ሺ߬ߚሻ௧

଴ ݀߬
൩ 

  Using a  y p rttable or integration b a s, we have: 

   
׬ ݁ିఈఛcosሺ߬ߚሻ ݀߬ ൌ ଵ

ఈమାఉమ
݁ିఈఛሺെߙ cosሺ߬ߚሻ ൅ ሻሻ߬ߚsin ሺ ߚ

׬ ݁ିఈఛ sinሺ߬ߚሻ݀߬ ൌ ଵ
మା మఈ ఉ

݁ିఈఛሺെߙ sinሺ߬ߚሻ െ ሻሻ߬ߚcos ሺ ߚ
 

   So 
׬ ݁ିఈఛcosሺ߬ߚሻ ݀߬௧
଴ ൌ ଵ

ఈమାఉమ
ሺߙ െ ఈ௧ି݁ߙ cosሺݐߚሻ ൅ ሻሻݐߚఈ௧ sin ሺି݁ߚ

׬ ݁ିఈఛ sinሺ߬ߚሻ݀߬௧
଴ ൌ ଵ

ఈమାఉమ
ሺߚ െ ఈ௧ି݁ߙ sinሺݐߚሻ െ ሻሻݐߚఈ௧ cos ሺି݁ߚ

 

 

׬  ሺ௧ ሺ߬ሻ݀߬଴ݑ  

ൌ
1

ଶߙ ൅ ଶߚ

݁஺ ିఛሻܤ௧

ቈߙ ݁
ఈ௧cosሺݐߚሻ െ ߙ cosଶሺݐߚሻ ൅ ߚ cosሺݐߚሻ sinሺݐߚሻ ൅ ఈ௧݁ߚ sinሺݐߚሻ െ ߙ sinଶሺݐߚሻ െ ሻݐߚሻcos ሺݐߚsin ሺ ߚ

ߙ ݁ఈ௧sinሺݐߚሻ െ ߙ sinሺݐߚሻ cosሺݐߚሻ ൅ ߚ sinଶሺݐߚሻ െ ఈ௧݁ߚ cosሺݐߚሻ ൅ ߙ sinሺݐߚሻcos ሺݐߚሻ ൅ ሻݐߚcosଶ ሺ ߚ
቉

ൌ
1

ଶߙ ൅ ଶߚ
൤ߙ ݁

ఈ௧cosሺݐߚሻ ൅ ఈ௧݁ߚ sinሺݐߚሻ െ ߙ
ߙ ݁ఈ௧sinሺݐߚሻ െ ఈ௧݁ߚ cosሺݐߚሻ ൅ ߚ

൨ 

Because , p row: of C  only care about to  

  ሻݐሺݕ ൌ ݁ఈ௧ሾcosሺݐߚሻሿ ൅ ଵ
ఈమାఉమ

ሾߙ ݁ఈ௧cosሺݐߚሻ ൅ ఈ௧݁ߚ sinሺݐߚሻ െ  ሿߙ

   ሻݐሺݕ ൌ ݁ఈ௧ cosሺݐߚሻ ൅ ଵ
ఈమାఉమ

ሺߙ ݁ఈ௧cosሺݐߚሻ ൅ ఈ௧݁ߚ sinሺݐߚሻ െ ሻߙ   


