
EE128 Problem Set 8 Solutions 
Justin Hsia 

University of California at Berkeley, Fall 2008 

Problem 1. Controllable and observable canonical forms. For the following transfer function, give state space 
descriptions in both controllable a f mnd observable canonical  or : 

௒ሺ௦ሻ
 
௎ሺ௦ሻ

ൌ
௦మ ሺ௦మା௦ାଷ଺ሻ

ൌ
௦ఱା యାଵ଴଼௦

ሺ௦ାଵ଴ሻሺ௦మା௦ାଶହሻ
ሺ௦ାଷሻ

௦యାଵଵ௦మାଷହ௦ାଶହ଴
ସ௦రାଷଽ௦ మ 

So we have ܽ଴ ൌ 0, ܽଵ ൌ 0, ܽଶ ൌ 108, ܽଷ ൌ 39, ܽସ ൌ 4 and ܾ଴ ൌ 250, ܾଵ ൌ 35, ܾଶ ൌ 11, ܾଷ ൌ 1 

Controllable canonical: 

Let 

ଵݔ ൌ ݔ
ଶݔ ൌ ሶݔ
ଷݔ ൌ ሷݔ
ସݔ ൌ ഺݔ
ହݔ ൌ ሺସሻݔ
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Observable canonical: 

We have  ܻሺݏሻ ൌ ଵ
௦
ሺെ4ܻሺݏሻ ൅ ଵ

௦మ
ሻ ൫1ܷሺݏሻ െ 39ܻሺݏሻ൯ ൅ ଵ

௦య
൫11ܷሺݏሻ െ 108ܻሺݏሻ൯ ൅ ଵ

௦ర
൫35ܷሺݏሻ൯ ൅ ଵ

௦ఱ
൫250ܷሺݏሻ൯ 

   ܻሺݏሻ ൌ ଵ
௦
ሺെ4ܻሺݏሻ ൅ ଵ

௦
൭1ܷሺݏሻ െ 39ܻሺݏሻ ൅ ଵ

௦
ቆ11ܷሺݏሻ െ 108ܻሺݏሻ ൅ ଵ

௦
൬35ܷሺݏሻ ൅ ଵ

௦
൫250ܷሺݏሻ൯൰ቇ൱ሻ 

Let   
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Problem 2. Observable canonic  al form.  Given

݀ଷݕ
ଷݐ݀ ൅ 2 ଶݐ

݀ଶݕ
݀ ݕ ൌ 3

݀ଷݑ
ଷݐ݀ ൅ 5

݀ଶݑ
ଶݐ݀ ൅

ݑ݀
ݐ݀ ൅ ൅ ݑ2 ݐ݀

ݕ݀
൅

ሺ0ሻݕ ൌ 1, ሶݕ ሺ0ሻ ൌ 0, ሷݕ ሺ0ሻ ൌ 2, ሻݐሺݑ ݀݊ܽ ൌ 1 െ ݁ି ns. ହ௧.  Find the observable canonical form with initial conditio

For   z ial ions, so:  ܻሺݏሻሺݏଷ ൅ ଶݏ2 ൅ ݏ ൅ 1ሻ ൌ ܷሺݏሻሺ3ݏଷ ൅ ଶݏ5 ൅ ݏ ൅ 2ሻ  TF, we assume  ero init  condit

 
௒ሺ௦ሻ
௎ሺ௦ሻ

ൌ ଷ௦యାହ௦మା௦ାଶ
௦యାଶ௦మା௦ାଵ

ൌ 3 ൅ ି௦మିଶ௦ିଵ
௦యାଶ௦మା௦ାଵ

.   Set D = 3 and use remainder for A, B, and C: 

   



Observable canonical: 

 
ଵܻሺݏሻ ൌ
௦
൫െܷሺݏሻ െ 2ܻሺݏሻ

௦మ
൫െ2ܷሺݏሻ െ ܻሺݏሻ൯ ൅

௦య
൯ ൅ ଵ ଵ ሺെܷሺݏሻ െ ܻሺݏሻ

 ܻሺݏሻ ൌ ଵ
௦

ሻ 

ሺെܷሺݏሻ െ 2ܻሺݏሻ ൅ ଵ
௦
൬െ2ܷሺݏሻ െ ܻሺݏሻ ൅ ଵ

௦
൫െܷሺݏሻ െ ܻሺݏሻ൯൰ሻ 

Let     
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Now use ݕ ൌ ଵݔ ݑ tial c൅ 3  with ini onditions: 

We know that   
ሻݐሺݑ ൌ 1 െ ݁ିହ௧ ሶݑ ሺݐሻ ൌ 5݁ିହ௧ ሷݑ ሺݐሻ ൌ െ25݁ିହ௧

5
 

ሺ0ሻݑ ൌ 0 ሶݑ ሺ0ሻ ൌ 5 ሷݑ ሺ0ሻ ൌ െ2

  ଵݕሺ0ሻ ൌ ଵሺ0ሻݔ ൅ ሺ0ሻݑ3 ൌ ଵሺ0ሻݔ ൅ 3ሺ0ሻ ൌ ݔ ሺ0ሻ ൌ 1  ֜    ଵሺ0ሻݔ ൌ 1  

ሶݕ  ሺ0ሻ ൌ ሶଵሺ0ሻݔ ൅ ሶݑ3 ሺ ሻ ଵሺ0ሻݔ2 ൅ ଶሺ0ሻ൯ݔ ൅ 3ሺ5ሻ ൌ 0 െ 2 ൅ ଶሺ0ሻݔ ൅ 15 ൌ 0 ฺ ଶሺ0ሻݔ ൌ െ130 ൌ ൫െݑሺ0ሻ െ

In ሺ 5 above equation, ݔሶଵ 0ሻ ൌ െ1  

 

 

ሷݕ ሺ0ሻ ൌ ሷଵሺ0ሻݔ ൅ ሷݑ3 ሺ0ሻ ൌ ൫െݑሶ ሺ0ሻ െ ሶଵሺ0ሻݔ2 ൅ ሶଶሺ0ሻ൯ݔ ൅ 3ሺെ25ሻ 
 ൌ ሺെ5 െ 2ሺെ15ሻ ൅ ሺെ2ݑሺ0ሻ െ ଵሺ0ሻݔ ൅ ଷሺ0ሻሻሻݔ െ 75 ൌ 25 ൅ ൫0 െ 1 ൅ ଷሺ0ሻ൯ݔ െ 75 ൌ 2   ฺ   ଷሺ0ሻݔ ൌ 53  

ሺ0ሻݔ ൌ ൥
1

െ13
53

൩  

Problem 3. Pole placement. Consid ner the dy amic system: 

݀ସߠ
ସݐ ൅ ଵߙ

݀ଷߠ
ଷݐ݀ ൅ ଶߙ

݀ଶߠ
ଶݐ݀ ൅ ଷߙ

ߠ݀
ݐ݀ ൅ ߠସߙ ൌ ݀ ݑ

where ݑ represents an input f rce, ߙ௜ are reo al scalars. Assuming that 
ௗయఏ
ௗ௧య

, ௗ
మఏ
ௗ௧మ

, ௗఏ
ௗ௧
,  ,can all be measured ߠ ݀݊ܽ

me which places the closed‐loop eigenvalues at ݏଵ  ൌ  െ1, design a state variable feedback control sche
ଶݏ   ൌ  െ , 1 ݏ 1 . 1 ଷݏ  ൌ  െ   ൅  ݆1, ସ  ൌ  െ   െ  ݆1

Define ݔଵ ൌ ,ߠ ଶݔ ൌ ሶߠ , ଷݔ ൌ ሷߠ , ସݔ ൌ ሶସݔ :ሸ.  The system becomesߠ ൌ ݑ െ ଵݔସߙ െ ଶݔଷߙ െ ଷݔଶߙ െ  ସݔଵߙ

In state space:   u
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This is basically controllable canonical form െݔܨ  where ܨ  ൌ   ሾ ଵ݂  ଶ݂  ଷ݂  ସ݂
ሶݔ ൌ ݔܣ ൅ ݑܤ ൌ ݔܣ െ ݔܨܤ ൌ ሺܣ െ ሻݏso characteristic equation ∆ሺ ,ݔሻܨܤ ൌ det ሺܫݏ െ ሺܣ െ  .ሻሻܨܤ

.  Use state feedback ݑ ൌ , ሿ. 
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4132

xpand along first column: 

 det൫ܫݏ െ ሺܣ െ ሻ൯ܨܤ ൌ det ݏ ൥
ݏ െ1 0
0 ݏ െ1

ଷߙ ൅ ݂ ߙ ൅ ݂ ݏ ൅ ߙ ൅ ସ݂

൩ െ ሺߙସ ൅ ଵ݂ሻ det ൥
െ1 0 0
ݏ െ1 0
0 ݏ െ1

൩ 

E  

ଶ ଶ ଷ ଵ

:    of triangular atrices = product of diagonal entries 

 det൫ܫݏ െ ሺܣ െ ሻ൯ܨܤ ൌ ݏ ቆݏ det ൤ ݏ െ1
ଶߙ ൅ ଷ݂ ݏ ൅ ଵߙ ൅ ସ݂

൨ ൅ ሺߙଷ ൅ ଶ݂ሻሺ1ሻቇ െ ሺߙସ ൅ ଵ݂ሻሺെ1ሻ 

    ൌ ݏ ቀݏ൫ݏଶ ൅ ሺߙଵ ൅ ସ݂ሻݏ ൅ ሺߙଶ ൅ ଷ݂ሻ൯ ൅ ሺߙଷ ൅ ଶ݂ሻቁ ൅ ሺߙସ ൅ ଵ݂ሻ 
    ൌ ଷݏ൫ݏ ൅ ሺߙଵ ൅ ସ݂ሻݏଶ ൅ ሺߙଶ ൅ ଷ݂ሻݏ ൅ ሺߙଷ ൅ ଶ݂ሻ൯ ൅ ሺߙସ ൅ ଵ݂ሻ 
    ൌ ସݏ ൅ ሺߙଵ ൅ ସ݂ሻݏଷ ൅ ሺߙଶ ൅ ଷ݂ሻݏଶ ൅ ሺߙଷ ൅ ଶ݂ሻݏ ൅ ሺߙସ ൅ ଵ݂ሻ 

Remark Determinant  m

From desired poles: 

 ∆ሺݏሻ ൌ ሺݏ ൅ 1ሻሺݏ ൅ 1ሻሺݏଶ ൅ ݏ2 ൅ 2ሻ ൌ ሺݏଶ ൅ ݏ2 ൅ 1ሻሺݏଶ ൅ ݏ2 ൅ 2ሻ ൌ ସݏ ൅ ଷݏ4 ൅ ଶݏ7 ൅ ݏ6 ൅ 2 

So we set:  
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Problem 4. Stat edback.  Considee vs. Output Fe r the plant described by: 

 
ሶܺ ൌ ܺܣ ൅ ݑܤ
ݕ ൌ ܺܥ   ܣ ൌ ቂ0 1

7 െ ቃ ܥ ൌ ሾ1 34ቃ , ܤ ൌ ቂ12 , ሿ 

Find the closed loop characteristic equation if e feedback is: (a) ݑ  ൌ  െ  ݑ  ൌ െ th  .ݕ ሾ ଵ݂  ଶ݂ሿܺ, and (b)   ݇

(a)   ൌ t൫ܫݏ െ ܤ ሻ ሺቂ07 ൤ ݂ ଶ݂

ଵ 2 ଶ݂
൨ሻሻ ݑ  ൌ െሾ ଵ݂  ଶ݂ሿܺ, so ∆ሺݏሻ de ሺܣ െ ܨ ൯ ൌ det ሺܫݏ െ 1

െ4ቃ െ
ଵ

2݂

 
1 t  ൤ ݏ ൅ ଵ݂ ଶ݂ െ 1

4൨ ∆ሺݏሻ ൌ det ൬ቂݏ 0ቃ െ ൤ െ ଵ݂ െ ଶ݂ ൨൰ ൌ de

  ሺ
0 ݏ 7 െ 2 ଵ݂ െ4 െ 2 ଶ݂ 2 ଵ݂ െ 7 ݏ ൅ 2 ଶ݂ ൅

∆ ൌ ሻ 
  ∆ ൌ ݏ ൅ ሺ ൅ 2 ൅ 2 ଵ݂ ଶ݂ െ 2 ଵ݂ െ 7 ଶ݂ ൅ 7ሻ 

ሺݏሻ ሺݏ ൅ ଵ݂ሻ ݏ ൅ 2 ଶ݂ ൅ 4ሻ െ ሺ ଶ݂ െ 1ሻሺ2 ଵ݂ െ 7
ሺݏሻ ଶ

ଵ݂ ଶ݂ 4ሻݏ ൅ ሺ2 ଵ݂ ଶ݂ ൅ 4 ଵ݂ሻ െ ሺ
  ሺ 2 ଶ݂ ∆ݏ ሻݏ ൌ ଶݏ ൅ ሺ ଵ݂ ൅ ൅ 4ሻ ൅ ሺ6 ଵ݂ ൅ 7 ଶ݂ െ 7ሻ  

(b)  ݑ  ൌ െ݇ݕ ൌ െ݇ܺܥ, so ∆ሺݏሻ ൌ det൫ ܫ െ ሺܣ െ ݇  ሻ൯ܥ
Equating with part a, we see that  ଵ݂ ݇ and  ଶ݂ ൌ 3݇. 

  ∆ሺݏሻ ൌ ଶݏ ൅ ሺ ଵ݂ ൅ 2 ଶ݂ ൅ 4ሻݏ ൅ ሺ6 ଵ݂ ൅ 7 ଶ݂ െ 7ሻ ൌ ଶݏ ൅ ሺ7݇ ൅ 4ሻݏ ൅ ሺ27݇ െ 7ሻ ൌ ∆ሺݏሻ

ݏ ܤ
ൌ

 



Problem 5: Controllability.  Show that the property of controllability (for a linear system) is preserved under 
similarity transformation. 

Use similarity transform T, so that we now have  തܺ ൌ ܶ , where ିܶ׌ଵ. ܺ

To get to our new state space equations p ip ሶ tion by P and use the facts that 
ܺ ൌ ܶିଵ തܺ and ܺܣ  ൌ  :ଵܶܺିܶܣ 

,  re‐mult ly ܺ equa

ሶܺ ൌ ଵܺିܶܣܶ ൅  ܷܤܶ

This means we have ܣ ൌ ܤ ଵ andିܶܣܶ ൌ .ܤܶ 

Now examine new തܤҧܣ   …   :തሿ.  controllability matrixܤ ҧࣝ ൌ ሾܤത  ҧ௡ିଵܣ  

We can  ݅ for all ܤ௜ܣܶ ൒ 0 by cancellation of inner Ts and T‐1s. show that ܣҧ௜ܤത ൌ ሺܶିܶܣଵሻ௜ሺܶܤሻ ൌ

So now  ҧࣝ ൌ ሾܶܣܶ  ܤܣܶ  ܤଶܤ …  .ሿܤ௡ିଵܣܶ  

Pull out pre‐multiplied T to get  ҧࣝ ൌ ܶ ሾܣ  ܤܣ  ܤଶܣ  … ܤ௡ିଵܤሿ ൌ ܶࣝ. 

Because T is an invertible (and thus, full‐rank) matrix, multiplication of T does NOT affect the rank.  
So if ࣝ is full rank (and thus controllable), then so is  ҧࣝ. 

Therefore controllability is preserved under a similarity transform. 

Problem 6. Electrical systems with symmetry.  Defining two state variables as the voltages across the two 
capacitors, is the system shown in Figure 1 controllable from ݒ௜? Give an explanation (why or why not?) in terms of 
the circuit behavior.  (HINT: Consider both the case in which the circuit is “balanced” (C1R1 = C2R2), and the case in 
which the circuit is not “balanced” (C1R1 ് C2R2). 

 
Figure 1:  Electrical Bridge Ne ork tw

  r i o ଵ   s ଵSee figure 1 fo  the defin tion  f currents ݅  to ݅଺ and voltage ݒ   to ݒଷ. 
݅ଵ ൌ ଵܥ

ௗ௩భ
ௗ௧

,  ݅ଶ ൌ ଶܥ
ௗ௩మ
ௗ௧

,  ݅ଷ ൌ
௩భି௩మ
ோయ

,  ݅ ൌ ௩యି௩భ
ସ ோభ

,  ݅ହ ൌ
௩యି௩మ
ோమ

,  ݅଺ ൌ
௩೔ି௩య
ோర

 

௩యି௩భ
ோభ

൅ ௩యି௩మ
ோమ

  ฺ   ቀ ଵ
ோభ

KCL on top node:  ൌ ݅ ௩ ௩݅଺ ସ ൅ ݅ହ   ฺ    ೔ି య
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From equations (1) and (2       state space), we can build a   model: 
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Now we check for controllability usin th o t l i trix: g  e c n ro labil ty ma
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  In order for system to be controllable, we need detሺࣝሻ ് 0. 

  Assuming non‐negative values for all resistors and capacitors, detሺࣝሻ ൌ 0 when ோమ
஼భ
ൌ ோభ

஼మ
, so 

when  ܴଵܥଵ ൌ ܴଶܥଶ .   m t le under this condition. Syste  will be uncon rollab

  (Or when  ଵܥ ՜ ∞, ଶܥ ՜ ∞, ଷܴ ݎ݋ ൌ ∞  – these are ungraded cases) 

  Beyond these equations, it should be intuitive from looking at the circuit diagram that the 

system will be uncontrollable if  ܴଷ ൌ 0 .  In this case, ݒଵ ൌ  ଶ and then there’d be no way to decoupleݒ
the two state variables. 


