University of California, Berkeley Department of Electrical Engineering and Computer Sciences

Lecture Notes for EE290 N:

Convex Optimization and Applications

Laurent El Ghaoui

http://www.eecs.berkeley.edu/~elghaoui

ii

Contents

I Introduction 1

1 Optimization models 3 From information to optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Numerical optimization paradigm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 Complexity of optimization problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 Structure of optimization problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 Convex optimization problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 Approximations for hard problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30 Optimization and uncertainty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 Static vs. dynamic problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 Aims of this course . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 Prerequisites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2 Some background on linear algebra 41 Square matrices, eigenvalues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 General matrices, singular values . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 Rank, condition number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 Generalized inverses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 Symmetric matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 Positive semidefinite matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 Trace, inner products . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 Linear maps and their dual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 Cholesky decomposition, square root . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 Generalized eigenvalues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 Variational caracterization of eigenvalues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 Matrix norms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 Schur complements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 Variational characterizations of singular values . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

II Convexity 63

3 Convex sets 65 Subspaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

Affine sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 Convex sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 Hyperplanes and halfspaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 Intersections . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 Combinations and hulls . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 Ellipsoids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 Polyhedra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 Norm balls & cones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 ℓ_p norms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 Second-order cone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 Affine transformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 Linear matrix inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 Linear-fractional transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 Separating hyperplanes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 Supporting hyperplane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 Generalized inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 Dual cones and inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4 Convex functions 87 Convex functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 Extended-valued extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 Epigraph & sublevel sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 Differentiable convex functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 Simple examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 Elementary properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 More examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 Convex functions of matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 Minimizing over some variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 Composition — one-dimensional case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 Composition — k-dimensional case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 Jensen’s inequality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 Conjugate functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

5 Extensions of convexity 107 Quasiconvex functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 Nested sets characterization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 Log-concave functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118 Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 Log-concave probability densities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 Example: manufacturing yield . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

K-convexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

6 Subgradients and subdifferentials 125 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 Subgradient of a convex function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128 Subdifferentials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 Calculus of subgradients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131 Subgradients and sublevel sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 Quasigradients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

7 Convex optimization problems 137 Optimization problem: standard form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 Implicit and explicit constraints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 Feasibility problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 Convex optimization problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 Local and global optimality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 Quasiconvex optimization problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146 Solving quasiconvex problems via bisection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 Epigraph form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 Standard form with generalized inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150 How f_i, h_i are described . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151 Some hard problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 Multicriterion optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153 Achievable specifications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 Pareto optimality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 Scalarization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157 Restriction and relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

III Structured Convex Problems 157

8 Linear programming 159 Linear program (LP) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160 Converting LP to ‘standard’ form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 Piecewise-linear minimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

ℓ1- and ℓ1-norm approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

Extensions of thruster problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 Design centering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167 Linear fractional program . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168 Minimum-time optimal control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169 Min-time control example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170 Optimal transmitter power allocation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172 Nonconvex extensions of LP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

9 Convex quadratic programming 175 Quadratic functions and forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176 Minimizing a quadratic function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177 Least-squares problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 Minimizing a linear function with quadratic constraint . . . . . . . . . . . . . . . 179 Quadratic program (QP) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180 QCQP and SOCP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181 Phased-array antenna beamforming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 Sidelobe level minimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 Extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 Optimal receiver location . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

10 Geometric programming 189 Geometric programming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190 GP in convex form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191 Power allocation in FDM system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192 Transmitter power allocation (p. 5–14 ctd) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195 VLSI interconnect sizing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196 Elmore delay for RC tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197 Elmore delay optimization via GP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

11 Semidefinite programming 199 Semidefinite programming (SDP) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201 Schur complements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202 QCQP as SDP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203 Simple nonlinear example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204 Maximum eigenvalue optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 Matrix norm minimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206 Optimizing structural dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207 Measurements with unknown sensor noise variance . . . . . . . . . . . . . . . . . 209 Covariance matrix reconstruction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212 Reconstruction from moments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

IV Solving Convex Optimization Problems 215

12 Ellipsoid method 217 Localization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218 Example: bisection on R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221 Center of gravity algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223 Ellipsoid algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225 Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227 Updating the ellipsoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229 Proof of convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230

Stopping criterion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233 Basic ellipsoid algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235 Ellipsoid method for standard problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236 Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237 Stopping criterion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239 Ellipsoid method for feasibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240 Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241 Ellipsoid algorithm for nondifferentiable probs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242

13 Optimality conditions and duality 245 Lagrangian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246 Lagrange duality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248 Weak and strong duality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249 (Idea of) proof of Slater’s theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251 Lagrange dual function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253 Lagrange dual problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254 Dual of a linear program . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255 Dual of quadratic program . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 256 Duality in algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257 Nonheuristic stopping criteria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258 Sensitivity analysis via duality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259 Optimality conditions—unconstrained . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260 Optimality conditions—constrained . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263

14 Smooth unconstrained minimization 269 Terminology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271 Descent method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272 Line search types . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273 Gradient method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274 Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275 Numerical example: gradient method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277 Steepest descent direction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278 Steepest descent method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280 The Newton step . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281 Local convergence of Newton iteration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283 Global behavior of Newton iteration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284 Newton’s method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285 Affine invariance of Newton method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286 Convergence analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287 Numerical example: Newton method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288 Quasi-Newton methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289 Numerical example: BFGS method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291 Conjugate gradients method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292

Numerical example: CG method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294 Self-concordance: motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295 Self-concordance: definition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296 Convergence analysis via SC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 298

15 Sequential unconstrained minimization 301 History of SUMT & IP methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302 Logarithmic barrier function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303 Central path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304 Example: central path for LP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305 Force field interpretation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306 Central points and duality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307 Central path and KKT conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308 Unconstrained minimization method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309 SUMT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310 Example: LP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311 Complexity analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313 Explicit bound on # Newton steps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 315 Bound on total # Newton iters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 316 Strategies for choosing μ (vs. m) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317 Choice of initial t . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 318 Phase I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319 Generalized inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 320 Central path with generalized ineq. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321 Central path and duality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322 SUMT with generalized inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323 Example: SDP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 324 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325 Summary of ideas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326

16 Interior-point method for SDP 329 Objectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 330 SDP problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331 Dual of an SDP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332 Primal-dual problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333 Complementary slackness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334 Optimality conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335 SDP as a conic complementarity problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336 Multiple LMI constraints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337 Example: LP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 338 Using duality: an example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339 A symmetric view . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341 Primal-dual methods for SDP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343 Algorithm outline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 344

Primal-dual methods for SDP: features . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346

V Some Examples 347

17 Geometrical problems 349 Projection on convex set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350 Distance between convex sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351 Intersection & containment of polyhedra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 352 Minimum volume ellipsoid around points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354 Maximum volume ellipsoid in polyhedron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355 Löwner-John ellipsoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 357 Difficult variations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 360 Linear classification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 361 Nonlinear classification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363 A useful result for quadratic functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 365 Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 367 S-procedure for many quadratic functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 368 Application in combinatorial optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 369 Application in control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 370

18 Data fitting and estimation 371 Norm approximation problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372 Least-norm problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 374 Dual norm problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 375 Interpretation of ℓ^p norm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 376 Variations and extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379 Maximum likelihood estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 381 Linear measurements with IID noise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 383 Application: blind deconvolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 385 Robust least-squares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392 Experiment design . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 394 Relaxation/approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 395

19 Problems in VLSI design 399 Signal delay in RC circuit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 400 Transistor sizing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 401 Wire sizing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403 Optimization problems involving delay . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 404 Elmore delay . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 406 Elmore delay for RC tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 407 Elmore delay optimization via GP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 409 Limitations of Elmore delay optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 410 Dominant time constant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 411

Dominant time constant constraint as linear matrix inequality . . . . . . . . . . . 412 Sizing via semidefinite programming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 413 Wire sizing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 414 Wire sizing and topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 416 Placement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 419 Quadratic placement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 421 ℓ^1-placement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423 Nonlinear spring models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 424 Timing constraints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 425 A more compact representation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 427 Non-convex constraints and generalizations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 429

20 Filter design 431 FIR filters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 432 Chebychev design . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 434 Linear phase filters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 436 Lowpass filter specifications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 437 Linear phase lowpass filter design . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 438 Equalizer design . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 440 Equalizer design example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 443 Filter magnitude specifications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 446 Autocorrelation coefficients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 447 Spectral factorization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 448 log-Chebychev magnitude design . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 449

21 Stochastic control 451 Dynamical systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 452 Stochastic dynamical systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 453 Linear systems with Markovian jumps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 454 Markovian jumps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 455 Second-moment matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 456 Second-moment dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 457 Mean-square stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 458 Interpretation of stability result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 459 Checking stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 460 State-Feedback synthesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 461 Other problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 462 Linear systems with multiplicative noise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 463 Robustness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 464

VI Optimization Problems with Uncertain Data 465

22 Robust optimization 467 Optimization and uncertainty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 468

Example: sensitivity of LP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 469 Optimization with uncertain data: methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 471 Robust optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 472 Example: robust LP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 474 Robust optimization framework . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 477 Known objective is universal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 478 Robust SDP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 479 A duality view . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 480 What we’ll do . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 482

23 Robust semidefinite programming: part one 483 Principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 484 Robust SDP with polytopic uncertainty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 485 Complexity of polytopic model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 486 Example: combinatorial optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 487 Robust SDP with affine uncertainty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 489 Matrix representation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 490 Robustness analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 491 Using invariance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 492 SDP approximation to robust SDP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 494 SDP relaxation to combinatorial optimization problem . . . . . . . . . . . . . . . 495 A close look at a combinatorial problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 496 Unstructured matrix perturbations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 502 Example: robust antenna array design . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 505 What’s next . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 509

24 Uncertainty models 511 Data uncertainty sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 512 Linear-fractional representations (LFRs) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 515 LFRs of functions with matrix variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 518 Proof of LFR lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 520 Uniqueness, invariance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 522 LFR of symmetric matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 523 Describing bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 525 Assumption on uncertainty set Δ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 527 Well-posedness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 533 Summary: what is an uncertainty model? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 534

25 Robust semidefinite programming: part two 537 Principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 538 Robust SDP: LFR framework . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 539 Robustness analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 540 Lagrange relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 543 Recovering earlier results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 545 Rank relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 547

Quality of approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 549 Link with Lyapunov theory in control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 551 An extension: linear system with delay . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 555 Robust quadratic constraints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 556

VII Ellipsoidal Calculus 559

26 Linear equations with uncertain data 561 Uncertainty in linear equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 562 Purpose . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 565 Ellipsoidal approach and complexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 566 Uncertainty models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 567 Ellipsoidal approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 568 LFR model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 570 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 571 Parametrization of ellipsoids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 574 Special case: interval calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 576 Example: worst-case timing of RC circuits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 579 General case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 584 Example: robust polynomial interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 587 Minimum sensitivity interpolant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 588 Structured condition numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 589

27 Linear equations with structured data 591 Structure vs. uncertainty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 592 Example: least-squares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 593 Exploiting structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 595 Example: affine perturbations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 596 Total least-squares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 597 SDP solution to total least-squares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 598 Structured total least squares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 601 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 602 Ellipsoidal approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 603

28 Identification of uncertain systems 605 Purpose of identification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 606 Example: Interval ARMA processes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 607 Purpose . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 608 Ellipsoidal approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 609 Geometric interpretation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 610 SDP solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 611 Affine uncertainty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 612 SDP solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 613 Recursive Case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 614

SDP solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 616

29 Set simulation 619 Purpose . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 620 Discrete-time uncertain system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 621 Set simulation: ellipsoidal approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 622 Parametrization of ellipsoids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 623 Overview of solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 624 Case with no uncertainty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 625 Case with uncertainty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 627 Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 628 Interval ARMA process . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 631 Robust collision detection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 633

30 Robust filtering and control 635 Robust filtering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 636 Robust filtering: principle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 638 Robust filtering: main result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 639 Example . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 640 Robust finite-horizon control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 641 Design constraints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 642 Robust control: main result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 643

VIII Conclusions 645

31 Summary and open problems 647 Refining a statement from lecture 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 648 Ellipsoid algorithm vs. IP methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 649 What algorithm to use? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 650 Using existing software . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 652 Custom software . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 654 Exploiting structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 655 Non-convex optimization problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 656 Robust optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 657 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 658 Challenges . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 659 Acknowledgments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 660